Terminale S-ES Suites

Corrigés des exercices

Démontrer par récurrence

Exercice 1:

1. Soit P, la proposition : « U,, = 0» Montrons que P, est vraie Vn € N.
INITIALISATION :
Uy=0et0=0
On a donc bien Uy > 0
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P, est vraie.
Un+1 =2+ Uy

OrU, =0donc2+ U, ZOet\/TUnZO

DoncU,;1 =0

Comme P,,, 1 est vraie, alors P, est vraie Yn € N

2. lcil’'on ne vous donne pas le sens de variation de la suite : il va donc falloir le conjecturer
vous-méme.Onal, = 0etU; = /2 + Uy, =2 > U,
Donc a priori la suite semble étre croissante. Démontrons le par récurrence.

Soit P, la proposition : « (U,,) est strictement croissante» ou bien « U1 — U, > 0»
Montrons que P, est vraie Yn € N.

INITIALISATION :

U —Uy=v2-0>0

On adoncbienU; — Uy >0

Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :
On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P, est vraie.

Un+2_Un+1=\/2+Un+1_\/2+Un

_ (V24Unp1—y2+4Un) X (24 Upy1+2+0p) Uny1—Un

V2+Uny1+/2+4Up V2+Uny1 424Uy
Or U,,+1 — U, > 0 par hypotheése et \/2 +Upyq + \/2 + U, > 0 car une racine est toujours
positive.

DoncUy4y —Upyr >0
Comme P, est vraie, alors P, est vraie ¥n € N.
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Exercice 2 :

Soit P, la proposition : « (Uy,) est une suite positive» ou bien « U,, > 0» Montrons que P,
est vraie Vn € N.

INITIALISATION :

U;=1>0

OnadoncbienU; >0

Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P, est vraie.
3+2U,
Upi1 = 7y, St3+2Un > 0et2+ Uy >0
n
Donc U, >0

Comme P, est vraie, alors P, est vraie ¥n € N.

Exercice 3 :

1.

U =Uyg+2%x0+1=1=12
Uy=U +2x1+1=4=22
Us=U,+2x2+1=9=32
Uy =Us+2x3+1=16 = 42
Us=U,+2x4+1=25=52

2. Les premiers termes semblent étre la suite composée de tous les carrés parfaits. On peut
donc émettre la conjecture que U,, = n?

3. Soit P, la proposition : « U,, = n*» Montrons que P, est vraie Vn € N.
INITIALISATION :
Uy=0et0?>=0
On a donc bien U, = 02
Donc P, est vraie au rang initial.
HEREDITE :
On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P,,, 1 est vraie.
Upp1=Up+2n+1=n*+2n+1=(n+1)>*
Donc Upy1 = (n+ 1)2
Comme P,,, 1 est vraie, alors P, est vraie Yn € N

Exercice 4 :

Soit P, la proposition : « pour toutn € N, 2" > n + 1»

Montrons que P, est vraie Yn € N.

INITIALISATION :
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2°=1et0+1=1donconabien2°>0+1
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.
Montrons que P,,, 1 est vraie.
2">n+12"x2>MnN+1)%x2

& 2"l >on 42

or,2n+2=>2n+1donc2"*' >2n+1

Comme P, est vraie, alors P, est vraie ¥n € N.

s Soit P, la proposition : « Vn € N*, ¥7_,(2k — 1) = n®»
Montrons que P, est vraie Yn € N.

INITIALISATION :

Y 2k—1)=2x1—-1)=1et1>=1donconabienYi_2k—-1) =17
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.

Montrons que P,, 4 est vraie.

n
Z(Zk —1)=n?
k=1
n

(:)Z(Zk—l)+(2(n+1)—1)=n2+(2(n+1)—1)

k=1
n+1

(:)Z(Zk—l)=n2+2n+1
k=1

n+1

o) 2k-1)=n+1)?

Comme P,,, 1 est vraie, alors P, est vraie Yn € N

Suites

* Soit P, la proposition : « pourtoutn € N,Vx €] —1,4+0[,vn € N,(1+ x)" > 1 + nx»
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Montrons que P, est vraie Yn € N.

INITIALISATION :

(1+x)°=1et1+0xx=1donconabien(1+x)°>1+0xx
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.

Montrons que P,,; 1 est vraie.

A+x)"=1+nx

SA+x)"xA+x)={0+nx)x(1+x)

© (1+x)™ >1+nx +x +nx?

S 1+x)">1+ m+ Dx +nx?

e (1+x)"'>1+Mn+1Dxcarx*>0

Comme P, est vraie, alors P, est vraie ¥n € N.

* Soit P, la proposition : « pourtoutn € N, 10" — 1 = 9a, Va € Z»
Montrons que P, est vraie ¥n € N.

INITIALISATION :

101-1=9

Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.
Montrons que P,,, 1 est vraie.
10"-1=9a< 10" =9a+1

© 10" x10=9a+1)x 10

& 10" =9a x 10 + 10

© 10" =9ax10+9+1

© 10" —-1=9ax10+9

& 101 —1=9(10a +1) = 9b
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Comme P,,, 1 est vraie, alors P, est vraie Vn € N

* Soit P, la proposition: « Vn € N, U, = 2" + 1»
Montrons que P, est vraie Vi € N.

INITIALISATION :

Uy=2et2°+1=1+1=2

U =3et2'+1=2+1=3

Donc P, est vraie aux rangs initiaux.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n et un certain rangn + 1.

Montrons que P, , est vraie.

Up=2"+1etU, =2""1+1

Ainsi, Upyp = 3Upyq — 22Uy = Upyy =321 +1) - 22"+ 1) =3 x 2" +3-2x2" -2
=3X2X2"—2x2"+1=4x2"+1=2"2 41

Comme P, , est vraie, alors P, est vraie Yn € N

Etudier des suites adjacentes

Exercice 6 :
>
1 n
. T 101 — 1 _ _ n _ _
nl—1>I-Poo Un - nl—1>I-Poo 1 10 nl—l>r-|I-loo 1 10n nl—1>I-Poo 1 (10) 1
lim V, = lim 1+10™" = li 1+1—1' 1+ 1"—1
o Y = M = dm e = A G =
De plus,

Up1 —Upy=1-10"0+D — (1 -10™) = 107" — 10~ +D
=10""(1-10"1) = 10" x % >0

donc la suite (U,,) est strictement croissante.

D’autre part,

Vg1 =V =1+1070*D — (1 +107™™) = —107" + 10~ ®+D
=10""(=1+10"1) = 107" x (— %) <0

donc la suite (V;,) est strictement décroissante.
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Les suites (U,) et (V) sont donc adjacentes
lim U, = lim In(n+1) =+
n—-+oo n-+oo

1
lim V, = lim ln(n+1)+£=+00

n—-+oo n—+oo

Les suites (Uy,,) et (V;,) de limites infinies ne sont donc pas adjacentes (leur limite commune devant
nécessairement étre un nombre réel)

(_1)n — 0 )

1 .
< —ona lim,_ 4o

1

ot =113

1 1 n+l-n_ 1 S
n n+1 nn+1) nn+1)

0

donc la suite (U,,) est strictement croissante.
D’autre part,

Vis1 =V =1+

-1 n+1 —1 n -1 n+1 -1 n —1 n 1
=1 _<1+( )>:( =Dt )(___1><0
n n n n n n
donc la suite (V},) est strictement décroissante. SI N PAIR SINON PAS AD)J

Les suites (Uy,,) et (V) sont donc adjacentes

Etudier la convergence d’une suite

Exercice 7 :

. n+3 . n . 1 . .
lim,_ 4o —7 = lim,_, 40 == lim,_, 40 —= 0 : la suite est donc convergente, de limite 0

. 3 3 S 3 .
. llmn_>+oo(§)” =0car—-1< : < 1 ainsilim,_, ;o 2 — (E)" = 2 : la suite est donc convergente de

limite 2

*  Soit (Uy)nen la suite définie par :
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U():O

1

On admettra que Vn € N,% <U,

L Uppr=Up=3Up+1=Up=—2Up+1
Oor U, >§<:)§Un >1le —gUn <-1le= —gUn + 1 < 0:la suite est donc
strictement décroissante

2. Lasuite est décroissante (d’aprés 1.) et minorée (par hypothése U,, > % vn € N) :elle

est donc convergente.

3. Posonslim,_,, 4 U, = L. On peut considérer pour un n trés grand que lim,_,, o Up41 =

l. Déslorsonal’égalitél=§l+1@§l=1(:)l=§

Exercice 8 :

1.

Reportez vous a la méthode 4 du cours de premiére pour la technique.
Vous devriez pouvoir lire sur I'axe des abscisses de votre graphique :

Uy=8; U =566; U, =519; U; =5.06; U, =5.02
On cherche le signe de la différence U, ., — U,

70, -5 7U,-5 U,(U,+1) 7U,-5-U,%2-U,
U"+1_U"_Un+1_U"_Un+1_ Uy +1 U, + 1
-U,*+6U,—5
h U, +1
Le discriminant du polynéme —U,,* + 6U,, — 5 étant A= 16 > 0 on a deux solutions a
I’équation —U,, > + 6U, — 5 = 0, valant respectivement 1 et 5
Ainsi (vous pouvez faire un tableau de signes) U, .1 — U, > 0 entre 1 et 5 et < 0 ailleurs.
Puisque I'on a supposé que U,, > 5, U, 41 — U,, > 0 et la suite est bien décroissante.
On a vu précédemment que la suite était décroissante et minorée par 5 : elle est donc bien
convergente.
De plus, sil'on posel =u,, =u,,;0na:
71—-5

=T ell+D)=7l-50l+1=71-56-F+6l-5=0

Le polyndme étant le méme que dans la question précédente, ses solutions sont également 1
et 5. Mais comme I'on a supposé que U,, > 5, sa limite ne peut étre 1 et donc
limU, =5

Exercice 9 :

1 1
1. a.ondonnea = gdonc Uy = 3

1 1 15
b=t =4(e-3)
15( 15) _ 1695

Uz =02 =00 =522~ 52) = 2006
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2. ondonne maintenant0 <a <1
a. Soit P, la proposition : « 0 < U, < 1» Montrons que P, est vraie Vn € N.
INITIALISATION :
Uy=aet0<a<1
Onadonchien0 < U, <1
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P, est vraie.

Ups1 = Up(2 —Uy,). On pose f(x) = x(2 — x) telle que Uy, 41 = f(Uy)

f'(x) =2—2x>0sur[0;1[et< 0sur]l; 4+oofetdonc

f croissante sur [0 ; 1] et décroissante sur |1 ; 4+oo[. De plus f(0) = 0 et f(1) = 1 donc
0<f(x)<1lsi0<x<1

Ainsi0 < U, <1si0<U, <1

Comme P, est vraie, alors P, est vraie Yn € N

b. Upy1—Up= Un(z_Un)_Un = Un_Un2 =U,(1-Uy)
Or0<U,<1ldoncl—-U, >0etdoncU,(1—-U,) >0

On en déduit que la suite est (U,,) est strictement croissante

c. Puisque la suite est croissante et majorée (par 1) elle converge

3.
a. Vn+1=1_Un+1=1_Un(2_Un)=]-_ZUn'i'Unzz(l_Un)z=Vn2
b. Onva utiliser une récurrence
INITIALISATION :
1 7 7420 7
VO=1_UO=1_§=EEt(§)2 =§
On a donc bien V, = (g)zo
Donc P, est vraie au rang initial.
HEREDITE :
On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P, est vraie.
7 n 7 n+2 7 (n+1)
Vorr =2 = () = @7 = ()*
Ainsi V1 = (g)z(nﬂ)
Comme P, est vraie, alors P, est vraie Yn € N
— (7N2™ — A%n _ 49 ; —
c. V= (8) = (64) etcomme —1 < 2 S 1,limV, =0
ParsuitelV, =1-U, © U, =1—-V,donclimU,, =1 —1limlj, =1
Exercice 10 :

1. Soit P, la proposition : « U, > 3 » Montrons que P, est vraie Vn € N.
INITIALISATION :
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Uy=10>3
On a donc bien Uy > 3
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n. Montrons que P,,, 1 est vraie.
Up >3 donc U, + 6 >9et /U, +6>+9 =3.

On a donc bien U, 44 > 3.

Comme P, est vraie, alors P, est vraie Yn € N

_ _ _ _ _ JUn+6+Upn  Up+6—Uy?
2. Upyr —Up=JU,+6—-U,=,JU,+6—-U, Xt = e,

Le polyndme U,, + 6 — U,,% a pour discriminant A= 12 —4 X (—1) x 6 =1+ 24 =25>0
Ses racines sont —2 et 3 . On en déduit que sa factorisation est —(U,, + 2)(U,, — 3)

Et donc
U, +2)(U,-3
Uy =~ Unt DU =3)
U, +6+U,
_ _ (Un+2)(Un_3)
3. CommeU, >3,onalU, —3 > 0etdonc T Unrertn <0

On en déduit que U, 41 — U, < 0 et ainsi que (U,,) est décroissante

4. La suite est décroissante et minorée : elle est donc convergente.

5. Enposant! =1limU, =lim U, on obtient :
l=Vi+62?P=14+6e1>-1—6=0Le polyndme 2 — | — 6 a pour discriminant
A=12—4x(-1)x6=1+24=25>0
Ses racines sont —2 et 3
Puisque (U,,) est minorée par 3, sa limite ne peut pas étre —2 : lim,,,;, U, = 3

Exercice 11 :

1.

2.

3. Onva utiliser un raisonnement par récurrence
Soit P, la proposition : « U,, > 2 »
Montrons que P, est vraie Yn € N.
INITIALISATION :
Uy=4et4>2
On a donc bien Uy > 2
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.
Montrons que P,,, 1 est vraie.

Un+1 = +/3Up — 2

OrU, >2donc3U,—2>4et,/3U,—2>2



Terminale S-ES Suites

DoncU,41 > 2

Comme P, est vraie, alors P, est vraie ¥n € N.

_ _ — _ — V3Un—2+Un _ 3Up—2-Up?
4. Upyr—Up=3U0,-2-U, =(/3U, -2 Un)xJ%__“Un_mwn

A l'aide par exemple d’un tableau de signes, on déduit que U1 — U, <0

Ainsi la suite (U,,) est décroissante

5. Lasuite (U,) est minorée par 2 et décroissante, donc convergente
6. La suite (U,) est minorée par 2 donc sa limite ne peut étre inférieure a 2. Donc [ > 2
7. Onremplace U, et U, par [, ce quidonne [ = /3] — 2
8. l=V3l-2e*-3l+2=0o1=20ul=1
Puisque | > 2, on en déduit que [ = 2
Exercice 12 :

1. Onva utiliser un raisonnement par récurrence
Soit P, la proposition : « U,, > 0 »
Montrons que P, est vraie Yn € N.
INITIALISATION :
Uy=3et3>0
On a donc bien Uy > 0
Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :
On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.

Montrons que P,, 4 est vraie.
3Up+2
U.,, =>n*2
n+1 = S

OrU,>0donc3U,+2>0et2+U,>0
Donc U, >0

Comme P, est vraie, alors P, est vraie ¥n € N.
2. Ona par calcul

3U, +2 3U,+2-22+U,) U,—-2
Ui —2=5 = 2= 2+ U, 240,
De méme
3U, +2 3U,+2-32+U,) —4
Ui =3 =5 - —3= 2+ U, T 2+0,
On a démontré précédemmentqueVn € N, U, > 0donc U, —3 = 2:]“ <0

Etainsivn €N, U1 < 3.
Doncsin € N*, alors U,, < 3
On démontre par récurrence que U,, —2 > 0

222 01, Uy — 2 > 0 et Uy > 0 donc Uy = 2> 0

On en déduit immédiatement que U, > 2

Indication : Uy 4 — 2 =
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Etaufinalque2 < U, <3
3. On étudie le signe de la différence U,,.1 — U,
3U, +2 3U, +2-U,(2+U,) -U,*+U,—2
U”’“l_U"=2+Un_U"= 2+ U, - 240,
Le numérateur est un polyndéme et son discriminantvaut A = 12— 4 X (=2) x (-1) =

—7 < 0 donc ce polynéme n’admet pas de racine : son signe est toujours le méme ¥Yn € N
OrU,=3et—-Uy*+Uy—2=-8

Onendéduitquevn €N, —U,*+ U, —2<0

Etcomme 2 + U, > 0onaaufinalque U, — U, <0

La suite (U,,) est donc strictement décroissante

Par ailleurs, puisque 2 < U,, < 3 la suite est minorée par 2 : on peut en déduire que cette

suite est convergente

Remarque : on ne peut pas en en revanche pas en déduire que cette suite converge vers 2.

Dans les hypotheéses, rien ne s’oppose a ce qu’elle tende vers 2.5 par exemple.

Probleme
1.
a. Ona:
(n+ 1)2/
2n+1 2 2
U1 _(n+1) 2”_1X(n+1)_1>< 1+12
"Tu, nz/ ~2ntl n? 2 ) ( n)
Zn

Et donc limn_)_,_oo VTL = limn—>+oo % X (1 + %)2 — %

b. %>0<:>(1+%)2 >1donc%x(1+%)2>%dochn>

N

0<1< 3 1
@ — — —
N 2
N>
3
J;_l

Or, Nest positif et 3; =~ 4.45 donc le plus petit entier N est N = 5

=
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U. 3 3
d I, < @”—“<Z<:>Un+1<ZUn

3
4 Un

a. Soit P, la proposition : « pourtoutn € N, U,, < (%)"_5 X Ug»
Montrons que P, est vraie Yn € N.
INITIALISATION :

(3 5-5 . 3\n-5
Z) X Us = Us donconabien, Us < ()" X Us

Donc P, est vraie au rang initial.

HEREDITE :

On suppose que P, est vraie pour un certain rang n.
Montrons que P,,, 1 est vraie.

. (o 3 3 3yne
On a démontré précédemment que U, 1 < ZU" donc U411 < 2 % (Z)n X Us ©
3\n—
Un+1 < (Z)n *x US

Comme P,,, 1 est vraie, alors P, est vraie Vn € N

b. Sn = U5+U6+ .t Un =Z;{l=5Uk
or, U < (3“5 X Us

Donc

Zuk Z(—)“xv
@ZUk<U52(—)k >

k=5

e S <[1+E+(_)2+ +(§)n_5]><U
n= 4 ‘4 TN >

3
-t - 3\
Z(—)" " = Z( Pr= =1 =4xa-(g) H=s
4 4
Donc S,, = Us 22:5(2)"_5 < 4Us

Sn+1—5n=U5+U6+ "'+UTl+UTL+1_(U5+U6+ +Un)

(n+ 1)?
=Uni1 = —Zma1 - 0

On en déduit que la suite est strictement croissante
Par ailleurs, on a démontré que S, < 4Us donc la suite est majorée
On en déduit directement qu’elle est convergente
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