Test limites - Corrigé

Premiere S

Calculer une limite en l'infini

Exercice 1:

e Limitede f en +o

lim f(x) =xl_i)111OO 3x3 —x*—5x+1

x—+00

Or,

(lim 3x3 = +0

x—+00

lim —x%? = -
X—+00

lim —-5x=—o
X—+00

Donc:

lim,_, ;o 3x3 — x* — 5x + 1 est une forme indéterminée du type ' + oo — oo’

Maisona:
i 3 2 . 3 5 1
lim 3x® —x*—5x+1= lim x>’G---—=+—)
X2+ xX—+00 X X x
Et

5 1
lim ——= lim ——= lim — =0

x—>+0 X x—o+oo x2  xo+oox3

Donc

i 3 —_——— 4+ —)= i =
xEToox @ x x2 + x3 xl—1>I-|l:loof(x) o

e Limitede fen—o

lim f(x) = lim 3x3—x*—5x+1
xX——00 X——00

Or,
lim 3x3 = —
X——00
lim —x? = —o0
X——00

klim —5x =+

X——00




Donc:
lim,_,_¢ 3x3 — x® — 5x + 1 est une forme indéterminée du type ' + oo — oo’
Maisona:

5 1

=t3)

1
lim 3x3—x*—5x+1= lim x3(3—=—
x——00 x x2 x

X——00
Et

. . 5 1
lim —— = lim ——== lim —3=O
x—>—00 X x->—00 X X—>—00 X

Donc

5 1
i 33—+ Y= |i —
lim x°(3 p x2+x3) xllr_n f(x) o)

X—>—00

e Asymptotes de f

La courbe de f n’admet aucune asymptote, ni horizontale (les limites en I'infini ne sont pas finies), ni
verticale (la fonction n"admet aucune valeur interdite), ni oblique (il est impossible de trouver une
droite y = ax + b telle que f(x) — y tende vers 0)

e Limitede g en +

2x —3
lim g(x) = lim

x—+00 x—>+0 x + 5

Or,

X—+00

lim x4+5=+4+

{ lim 2x —3 =4
X—+00
Donc :

!

2x—-3 +00
lim —— est une forme indéterminée du type ' —
X2=% x45 ypP +o0

Mais on a

1 1
o2x-3 . x2-3)  2-7
lim = A s T A TS
x—+o00 X + x +oox(1+§) x +001+;

Et



5
lim ——= lim — =0
X—+00 X X—>+o00 X

Donc
I 2x—3__ I _5
x—1>r-|1-’loo X + - _x—l>r-|1—’loog(x) -

e Limitede gen—oo

De méme,
2 _%
lim g(x)= lim —= =2
X—>—00 X—>—00 5
1+ p

e Asymptotesde g

La fonction g admet 2 pour limite en I'infini donc sa courbe représentative possede une asymptote
horizontale d’équation y = 2. Elle n’admet par conséquent pas d’asymptote oblique.

Remarque : Ce n’était pas demandé ici mais la fonction g admet également une valeur interdite en
x = —5 donc sa courbe représentative posséde une asymptote verticale d’équation x = —5

Exercice 2 :

lim x?—=2x+3 =+

X—>—00

lim 3x2—x—1= lim 3x* =+

x—+00 X—>+0
y 3x+1 3x 3
x—l>TOO 1-—2x x—l>TOO —2x 2
oox—1 X o1
lim >= lim = lim —=0
x—+0 2 + x x—+00 X x—+00 X
Vx —4 Vx —4 Vx —4 Vx —4
llI_El == llI_El = ler = hrJP
X—+ 0o X—+ 0o X—>+00 X—>+00
T+x xz(%+1) V2 ’%+1 X |E+1
Vx 1
= lim —= lim —=0
x—+400 X X—4004/x

Calculer une limite en un point

Exercice 3 :



Notons tout d’abord que —x? + 3x + 10 = —(x — 5)(x + 2) : on constate que —2 et 5 sont bien des
valeurs interdites pour f.

e Limitesde fen—2

Pourx < —2 etprochede —2,onax—-5<0,x+2<0donc—(x—5)(x+2)<0

Deplusx—1<0

o x—1
Ainsi, pour x < —2 et proche de -2, Tt >0

On en déduit que limx--z f(x) = 400
x<-2

Pourx > —2 etprochede —2,onax—5<0,x+2>0donc—(x—5)(x+2)>0

Deplusx —1<0

. . —.x._1
Ainsi, pour x > —2 et proche de —2, —(x—5)(x+2) <0

On en déduit que limx--z f(x) = —oo
x>=2

e Limitesde fen5

Pourx < 5etprochede5,onax—5<0,x+2>0donc—(x—5)(x+2)>0

Deplusx —1>0

o x—1
Ainsi, pour x < 5 et proche de 5, T arD >0

On en déduit que limx-s f(x) = 400
x<5

Pourx > 5etprochede5,onax—5>0,x+2>0donc—(x—5)(x+2)<0

Deplusx—1>0

x—1

Ainsi, pour x > 5 et proche de 5, S5 ai2)

On en déduit que limx-s f(x) = —oo
x>5

Graphiquement, on en déduit que la courbe de la fonction f admet deux asymptotes verticales,
d’équationsx = —2etx =5



Exercice 4 :

limx?(x—2)+4=0x0—-2)+4=4

x—0
llmx—>4; = —oo car 2x* — 7x — 4 < 0 quand x < 4 est proche de 4
x<4 2X*=7x—4
- — — )2 3 3
lim__ 3= -1+ (2x S = +oo car (2x — 3)* > 0 quand x < - est proche de >
X<E
x?—3x+2 _ c-Dx-2) . (x-2) 1
My s~ M ey " Ma 3~ 2
ix®+2x—3 x>1(x+3)(x—1) *>1(x+3) 4
Déterminer I’équation d’une asymptote
Exercice 5 :

> x2 4 x + 2 : pas de valeur interdite donc pas d’asymptote verticale
De plus, lim,,_, x* + x + 2 = lim,_,; o, x> + x + 2 = + o0 donc pas d’asymptote horizontale

On ne peut trouver de droite de la forme y = ax + b telle que limy,_, 1, x>+ x + 2 — (ax + b) = 0
donc la fonction n’admet pas non plus d’asymptote oblique.

Cette fonction n’admet donc aucune asymptote.

1 . . . . .
> ey admet une valeur interdite : —2 donc x = —2 est asymptote verticale a cette fonction

1
De plus llmx_)+oo =0 donc y = 0 est asymptote horizontale a la fonction

Une méme fonction ne pouvant admettre a la fois une asymptote verticale et une oblique, on en
déduit qu’il n’y a pas dans ce cas d’asymptote oblique.

5
> o + 7 admet une valeur interdite : - donc X =- est asymptote verticale a cette fonction

5
De plus llmx_)+oo + 7 =7 doncy = 7 est asymptote horizontale a la fonction
Pas d’asymptote oblique pour la méme raison que précédemment.

1 . . 1 1 . .
> x—1+ ol admet une valeur interdite : — 3 doncx = — - est asymptote verticale a cette

fonction
1
2x+1

= — oo donc la fonction

De plus limy_ ;o x — 1+ =4 oetlim,,_ox—1+

2x+1
n’admet pas d’asymptote horizontale.



. 1
etlim,_ ;1 —— =0donc

Enrevanchesil'onposey =x—1ona x—1+ -y =
2x+1 2x+1 2x+1
y = x — 1 est asymptote oblique a la fonction
Exercice 6 :
) _x?-2x+1 Cx?-2x+1 x(x—2) x*-2x+1-x4+2x 1
fe-y= x—2 x= x—2 x—2 x—2 T x—2
Ainsi,
li = 1i =1 1_0+
x—l>r-|poo f@)-y= x—l>r41:100x -2 x—l>r-|poox -
li = li ! _ li 1—0‘
Am fO) =y = lim = m =

On en déduit que la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe représentative de f
en —oo et +00,

Calculer la limite d’une fonction composée

Exercice 7 :
Soit f(x) =V2x + 3 = (g o h)(x) avec g(x) = Vx eth(x) =2x +3
Onalimy,, ,2x+3 =40 et limy_ ;o VX = 4

donclim,_, o V2x +3 = 40

Exercice 8 :
> limy,_ox*—2x+3 =lim,,_,x*=+4

De plus lim,_, ;0 VX = + 00 donc lim,,_o /2% — 2x + 3 = +00

» lim 2 —lim -
X2+ g oy X2+ oy 2

2
. 2 _(_3\"_°9 . 3x+1y 2 _ 9
De plus, llmxﬁ_;x = ( 2) = donc llmx_>+oo(—1_2x) =



Problemes

Probléeme 1:

1. Dy = R\{2}

. 3x+1 . 3x
2. llmx_)_,_ooﬁ = llmx_)+007 =3
o 3x+1 . 3x
lim = lim — =3
X—>—00 x —_ X—>—00 x

3x+1_

i 2 -
x<2 X =

3x+1

im
X2 —
x>2 x 2

= 4o

3. Lafonction admet une asymptote verticale d’équation x = 2 et une horizontale d’équation

y=3

Probléme 2 :

__ (ax+b)(x—5)+c _ ax’+bx—5ax—5b+c

1. ax+b+—
x—5

x—=5 x—5
a=2 a=2
D’ou par identification {b — 5a = —11 © {b = —1
—5hb+c=1 c=—4
4
Donc f(x) =2x—1 -
2. lim,,,02x—1— ﬁ =lim, ;0 2x =400
lim 2x—1——— = lim 2x = -
xX——00 x—75 X—>—00
4
lim2x—1———=+4w
x5 x—=5
x<5
4
lim2x—1———=—w
x5 x—=5

x>5

3. Llafonction f admet donc une asymptote verticale d’équation x = 5 et pas d’asymptote

horizontale. En revanche sil'onposey = 2x —1ona 2x —1 — ﬁ -y = —ﬁ et

limy 400 — ﬁ =0doncy = 2x — 1 est asymptote oblique a la fonction
Probléme 3 :

1.
c ax(2x—1)+b(2x—1)+c
= b = =
f(x) =ax+ +2x—1 f(x) o — 1
2ax?—ax+2bx—b+c
e flx) =

2x—1



2ax? + (—a+2b)x—b+c
2x—1

= fx) =

Par identification, on obtient :

2a =-2 a=-1
{—a+2b=7<=>{b=3

—-b+c=-1 c=2
Et donc,
=—x+3+
fG)=—x 2x— 1
2. Montrer que Cr admet la droite A d’équation y = —x + 3 comme asymptote oblique en —o
et +co.
li = li +3+ +3=li = 2
Am f0) =y = lim —x 2x—1 7 T ao¥e2r— 1 ot 2x
=0t
li (%) li +3+ +3 li 2 li 2
im f(x)—y= lim —x -x = lim = lim —
Jm f) -y = m 2x — 1 oo 2x — 1 ot 2x
=0
On en déduit que la droite d’équation y = —x + 3 est asymptote oblique a la courbe représentative
de f en —oo et +00.
3. Etudier la position de Cr par rapport a A.
Il faut étudier le signe de f(x) —y = 2x2_1
e 2>0
e Onrésout2x—1=0
2 1=0 !
x—1=0eox==
2
1
X —00 ) 400
2 + +
2x —1 - 0 +
2
- +
2x—1




On obtient donc que :

1
Sur ]—oo; E[' la courbe est en dessous de I'asymptote.

1
Sur ]E; +00[, la courbe est au dessus de I'asymptote.



