Terminale S-ES

Exercices

Démontrer par récurrence

Suites

Exercice 1:
On considére la suite (U,) définie par Uy = 0et U, ;1 =2 + U,

1. Démontrez par récurrence que, Vn € N, U, = 0.
2. Etudiez le sens de variation de (U,,). (une récurrence est conseillée)

Exercice 2 :

= . - 3+2U
On consideére la suite (U,,) définie parU; = 1 et U, 41 = Z:U"
n

Démontrez par récurrence que, Yn € N*, (U,,) est une suite positive

Exercice 3 :
On considére la suite (U,,) définie parUy =0et U,y = U, +2n+1

1. Calculez les 6 premiers termes de la suite
2. Emettez une conjecture pour I'expression de U,, en fonction de n
3. Démontrez cette conjecture a I'aide d’un raisonnement par récurrence

Exercice 4 :

e Démontrezque pourtoutn €N, 2" >n+1

e DémontrezqueVn € N,
n
Y @k-1=n
k=1

e Démontrez I'inégalité de Bernoulli
Vx€]—1,4o[,vn € N,(1+x)">1+nx

e Démontrez que pour toutn € N, 10™ — 1 est un multiple de 9

* Soit la suite (U,,) définie parUy = 2, U; = 3 et Upyy = 3Upyq1 — 20U,
DémontrezqueVn e N, U, = 2" +1
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Etudier des suites adjacentes

Exercice 5 :

Parmi les suites qui suivent, déterminez lesquelles sont adjacentes :

_3n+4e _4n’+1

nT o2 nTop2iq
1 1 1 1 1 1
Up==-+—++—et=—+—+ -+ —
n n n+1 2n n n+1 n+2 2n

Up=1+—eth=——

Exercice 6 :

Dans chacun des cas suivants, dire si les suites (U,,) et (1},) ont méme limite et si oui sont elles
adjacentes ?

» U,=1—-10""etlj,=1+10""
> Un=ln(n+1)etVn=ln(n+1)+%

="

n

> Up=1-ceth =1+

Etudier la convergence d’une suite

Exercice 7 :

. . n+3 -
* Démontrez la suite U, = — est convergente vn € N* et donnez sa limite

. . 3 .
* Démontrez la suite U, = 2 — (E)" est convergente Yn € N et donnez sa limite

*  Soit (U,)ney la suite définie par:

On admettra que Vn € N,% <U,

1. Etudiez le sens de variation de (U,)
2. En déduire que cette suite est bien convergente
3. Déterminez par le calcul la limite de la suite (Uy,)
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Exercice 8 :

Soit (Up,) la suite définie par:

U0=8
70U, -5
n

1. Représentez graphiquement les 5 premiers termes de la suite (U,)
On suppose dans ce qui va suivre que pour tout entier natureln, U,, > 5.

2. Démontrez que la suite (U,,) est strictement décroissante
3. Démontrez que la suite (U,,) est convergente et calculez sa limite.

Exercice 9 :

On considere la suite (U,,) définie sur N par Uy = a et U,,.; = U,(2 — U,,), ol a est un réel tel que
0<ax1

. 1
1. On suppose dans cette question que a = 3

a. Calculez Uy et U,
b. Représentez dans un repére orthonormal Uy, U, et Us
2. Onsuppose désormais que a est un réel quelconque compris entre 0 et 1
a. Démontrez par récurrence que pour tout entiern, 0 < U,, <1
b. Démontrez que la suite (U,,) est croissante
c. Déduisez de ce qui précede la convergence de (U,,)

1 . .
3. Supposons de nouveau que a = 3 et considérons la suite I, =1 - U,
a. Exprimez pour tout entier n, V,,, 1 en fonction de 1/,
. 7
b. Déduisez en que pourtoutn €N, I}, = (g)zn

c. Déterminez la limite de la suite (V,,), puis celle de la suite (Uy,)

Exercice 10:
On consideére la suite (U,,) définie par Uy = 10 et U,y = /U, + 6.

1. Démontrez par récurrence que la suite (U,,) est minorée par 3
Montrez que pour tout entier n,
U +DWUa —3)
u,+6+U,

Uny1 —Up =

3. Déduisez en que la suite (U,,) est décroissante
4. Montrez que la suite (U,,) est convergente. On note [ sa limite.
5. Montrez que lim,_,, U, = 3
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Exercice 11 :

On consideére la fonction f(x) = V3x — 2

1. Tracez la courbe représentant la fonction f dans un repére orthonormal, ainsi que la droite
d’équationy = x
2. Représentez graphiquement les 4 premiers termes de la suite définie par Uy = 4 et

Un+1 =+/3Up — 2

3. Montrez que la suite (U,,) est minorée par 2
4. Montrez que la suite (U,,) est décroissante
5. Démontrez que la suite (U,,) est convergente. On note [ sa limite.
6. Démontrezquel = 2
7. Démontrez que [ vérifie 'équation | = v/31 — 2
8. Déterminez lavaleur del
Exercice 12 :

Soit (Un),,cy la suite définie par :

U0=3
30U, + 2
Ut =25,
n

1. Démontrer que pour tout entier naturel, U,, > 0
Exprimer U, 41 — 2 et U,,;1 — 3 en fonction de U,,. En déduire que 'ona 2 < U,, < 3 pour
tout entier naturel n non nul.

3. Etudier le sens de variation de (U,,) et montrer que cette suite est convergente

Probléeme

On définit pour tout entier n > 0 la suite (U,,) de nombre réels strictement positifs par :

1. Pour tout natureln > 0, on pose I, =

a. Montrez que lim,_, ;o V, =

N R

1
b. Montrez que pout toutn > 01, > 3

c. Trouvez le plus petit entier N < n tel que 1}, <

AW

d. Endéduire quesin = N alors Uy, < %Un
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2. Onposepourtoutn = 5,5, = Us + Ug + ...+ U,. On se propose d’étudier la convergence
de la suite (S,,)
a. Montrez par récurrence que pour tout entiern > 5

3
Up < (Z)n_S X Us
b. Montrez que pour tout entier natureln > 5
Sp < 1+3+ 32+ + 3yn-s x U,
RS [LHTHQPF wt QMI X Us

c. En déduire que pour tout entier natureln > 5
S, < 4Us

3. Montrez que la suite (S,,) est croissante et en déduire qu’elle converge



