Terminale S - ES Nombres complexes

- Nombres complexes -

Principe

Les nombres complexes forment une extension de I'ensemble des nombre réels. lls permettent de
déterminer les solutions a toutes les équations polynémiales, en particulier lorsque le discriminant
est négatif.

lIs permettent également de traiter des problémes de géométrie planaire par un biais numérique.

L’essentiel du cours
DEFINITIONS

- Nombre complexe

Un nombre complexe s’écrit sous la forme z = a + ib, ou a et b sont deux nombres réels et i est un
nombre tel que : i = —1.

L’écriture z = a + bi est appelée forme algébrique de z.
On dira que :

" g estlapartie réelle de z. On note R,.(z) = a.
= b estlapartie imaginaire de z. On note J,,(z) = b.

L’ensemble des nombres complexes est noté C. L’addition et la multiplication dans C suivent les

O)

mémes reégles que dans R.

Remarque : L’ensemble R est inclut dans I’ensemble C

Propriétés :

= zestunréelssiJ,,(z) =0

= zestunimaginaire purssiR.(z) =0

= Sjz etz sont deux nombre complexes, alors ils sont égaux si et seulement leurs parties
réelles et imaginaires sont égales deux a deux, c'est-a-dire :

Re(2) = Re(2)

z = 2z'ssi {
Sm(z) = Sm(Z,)
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- Conjugué d’un nombre complexe

Si z = a + bi, alors on appelle conjugué de z et on note Z le nombre complexe Z = a — bi

Propriétés :

Module d’'un nombre complexe

On appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif tel que : |z| = +/a* + b*

Propriétés :
= zllz'| = |zZ'|
= |z = |z|"

1
|z|

_ 2zl
2]

* (inégalité triangulaire) |z + Z'| < |z| + |Z'|

. Siz¢0,|§

= Siz #0,

z
ZI

- Argument d’un complexe

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0,1, ¥) on appelle argument de z toute

mesure 8 en radian de I'angle orienté de vecteur (Ti, W))
Onnoteargz = 6 + 2km, k € Zouargz = 0[2m].
Propriétés :

* arg(zz') = argz + argz' [2m]
= arg(z") = nargz[2n]
= arg G) = —argz[2m]

= arg (5) = argz — argz'[2m]
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REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Le plan orienté est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, V).

A tout nombre complexe z = a + bi,aetb € R, on peut associer le point M de coordonnées
(a, b). On dira que z est I'affixe du point M.

On note M (z) pour signifier que z est I'affixe du point M.

Remarque : Le vecteur Ti(g) est le vecteur image de z, et donc z est également I'affixe de .

SA
b M(a+ib)
VA :
» i » ERe
0 i a
- Interprétation graphique du conjugué
Les points M et M’ du plan complexe d’affixes respectives z et Z sont symétriques par rapport a 'axe
des abscisses
A
; » me
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- Interprétation graphique du module

Si M a pour affixe z alors |z| = OM

Dans le plan complexe, soient les points A et B d’affixes respectives z4 et zg. On a :

AB = |zp — z4|

Cas particuliers remarquables :

M (z) appartient a la droite (A) médiatrice du segment [AB] ssi MA = MB c'est-a-dire ssi
1z4 — z| = |z — z|
M (z) appartient au cercle de centre () d’affixe z, et de rayon R ssi 2M = R c'est-a-dire ssi

|z—2zy| =R

Smg
b M(a, b)
B(zp) E
|z| = OM |
ZB — ZA| = AB va E
[ i ;me
0 5 a "
A(zy)

- Interprétation graphigque d’un argument
Si M a pour affixe z alors arg (z) = (ﬁ’,m)

Dans le plan complexe, soient les points A et B d’affixes respectives z, et z.
Alors
(i, AB) = arg(zp — z,)[27]

Plus généralement, soient les points A4, B, C et D d’affixes respectives z, zg, Z¢ et zp.
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Alors

(E, H))) = arg (ZD — ZC) [27]

Zp T Zy
A
r-sin 6 M)
J
* v > » N
I Ol 4 1 rcos @
J

FORME TRIGONOMETRIQUE ET FORME EXPONENTIELLE

- Forme trigonométrique

Tout nombre complexe non nul de module r et dont un argument est 8 s’écrit sous forme
trigonométrique :

z=1r(cosf + isinB)

Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique :

Si z a pour forme algébrique z = a + bi, une forme trigonométrique de z est :

(r=|z| =Va®+ b?

z =r(cos @ + isinB) avec { cosf =

k sinf =

Rl

- Forme exponentielle

Tout nombre complexe non nul de module 7 et dont un argument est 8 s’écrit sous forme
exponentielle :
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z=re" =r(cosf +isinf)

Formule de Moivre :

(cosB + isin@)™ = cos(nh) + i sin(nh)

COMPLEXES ET GEOMETRIE

- Translation

!

Soit M et M' deux points du plan complexe, d’affixes respectives z et z'.
Soit W un vecteur du plan d’affixe z;;.

M' est I'image du point M par la translation de vecteur w ssi
z'=z+zy
- Homothétie

!

Soit M et M' deux points du plan complexe, d’affixes respectives z et z'.
Soit £2 un point du plan complexe d’affixe w et k un réel non nul.
M' est I'image du point M par ’homothétie de centre Q et de rapport k ssi

zZ'—w=k(z—w)
- Rotation

Soit M et M' deux points du plan complexe, d’affixes respective z et z'.
Soit {2 un point du plan complexe d’affixe w et 8 un réel.
M' est I'image du point M par la rotation de centre Q et d’angle 0 ssi

z —w=1e"%2z-w)

RESOLUTION D’UNE EQUATION DU SECOND DEGRE DANS C

Soient a, b, ¢ trois réels avec a # 0, et A= b? — 4ac le discriminant de I'équation :

az?+bz+c=0.

e SiA> 0, alors 'équation az?+ bz + ¢ = 0 admet, dans C, deux solutions réelles
distinctes :

_—b—+A
T 2a

_—b++A

A 2a

)

e SiA= 0, alors 'équation az?+ bz + ¢ = 0 admet, dans C, une solution réelle :
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e SiA<O0, alors 'équation az?+ bz + ¢ = 0 admet, dans C, deux solutions complexes
conjuguées :

_—b—iV-A
B 2a

_ —b+iV=A

A 2a

Zy



